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Аннотация. В работе рассмотрен пример множеств ограниченного остатка на двумерном 
торе. Для этих множеств найдены оценки остаточного члена равномерного распределения, 
доказана формула для среднего значения остаточного члена.
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1. В ведени е. Г.Вейль в работе [6] ввел понятие последователвности, равномерно 
распределенной по модулю 1 , а также доказал критерий равномерного распределения. 
В той же работе бвши прпведенв1 первые прпмерв1 последователвностей, равномерно 
распределенных по модулю 1. Простейшей из таких последователвностей является по- 
следователБностБ i при иррационалвном а.
Пусть X  -  некоторый интервал и г (а , г , Х )  =  jj{ j  : 0 <  j  <  i , { j a }  G X } ,  где {;x} 
обозначает дробную долю. Тогда теорема Вейля о равномерном распределении экви­
валентна асимптотической формуле r ( a , i , X )  =  ?'|Х| +  о(г), где |Х| -  длина интервала 
X.
Пусть 5 ( a , i ,X )  =  r ( a , i , X ) — г|Х| -  остаточный член этой формулы. Множество X  
называется множеством ограниченного остатка, если существует С  такое, что
| 8 (а, г, Х)| ^  С
для всех г. Первые примеры таких множеств были построены в работе Гекке [1], ко­
торый доказал, что интервалы /  длины вида а +  ba, a,b Е Z  являются интервалами 
ограниченного остатка и для них справедлива оценка
\На,г,1)\ ^  \Ъ\.
Полное описание одномерных интервалов ограниченного остатка было найдено в [2], а 
в работе [11 ] были получены неулучшаемые по порядку оценки остаточного члена.
Более сложной является задача о множествах ограниченного остатка в двумерном 
случае. Известно только небольшое число таких множеств[3], [5], [8]. Большинство из­
вестных примеров строятся на основе результатов эргодичес.кой теории, что не позво­
ляет получить явных оценок остаточного члена.
Целью данной работы является построение множеств ограниченного остатка в дву­
мерном случае, получение явной оценки остатка или отклонения на этих множествах, 
а также определение средних значений отклонений для данных множеств.
Основные результаты, полученные в работе, были представлены в докладе на VIII 
Международной конференции «Алгебра и теория чисел: современные проблемы и при­
ложения» [7].
Автор выражает благодарность В. Г. Журавлеву и А. В. Ш утову за внимание к 
работе и стимулирующие обсуждения.
2. О дн ом ер н ы й  случай . Рассмотрим поворот Sa : х  —> rr +  Q'modl единичной 
окружности С =  Т 1 на угол су.
Окружности ТГ1 можно поставить в соответствие единичный полуинтервал Т 1 =  
[0,1), который можно разбить на два полуинтервала Т 1 =  Tq1 U где Tq1 =  [0,1 — 
Q'), =  [1 — а, 1). Тогда повороту окружности ТГ1 на вектор а  будет соответствовать
перекладывание полуинтервалов Т0 и 7\:
S : Т 1 —> Т 1 : S(x) =  х  +  Vk ,
где х  G TAJ, к =  0,1, v0 =  a, V\ =  а — 1.
Определим счетные функции Го(г') и r\{i) соответственно для полуинтервалов Т0 и Т\
ro(i) =  tt{j; b 'Q'}  <  1 — Q, 0 <  j  <  г}, r i (г) =  (t{j; { j a }  >  1 -  а ,0  <  j  <  г},
где обозначает дробную часть числа х. Рассмотрим отклонения 5k(i) счетных функ­
ций Tk(i), к =  0,1 от ожидаемой величины :
Ш  =  Го (г) -  г(1 -  Q'), =  ri(i) -  ia .
В этом случае теорема Гекке [1] дает следующую оценку
для всех г =  0, 1 , 2, . . . .
3. Д вум ер н ы й  случай . В качестве аналога единичной окружности рассмотрим 
единичный тор
т 2 =  r 2/ z 2 .
Будем сдвигать его на вектор а  =  (q'i, Q'2):
Sa : ТГ2 —> Т 2 : х  \— > Sa(x) =  х  +  Q-modZ2 . (1)
Определим развертку тора. Любой точке с =  (c i ,c 2) из области С  =  {с  =  (c i ,c 2) G 
IR2; с7; >  0 ,m in(ci,c2) ^  1} поставим в соответствие шестиугольник Тс с координатами 
вершинам (0, 0), (—Ci, 1 — с2) , (0, 1 ), (1 — c i , 1 — с2) , (1 , 0), ( l - c i , - c 2) (рис. 1 ).
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У шестиугольника Т 2 противоположные стороны параллельны и, если с.\ +  с2 ^  1, 
то он выпуклый.
Параллельными переносами на векторы I из квадратной решетки Z 2 шестиугольни­
ком Т 2 можно замостить Т  =  U /еж2 -^ 2 И плоскость К2. Таким образом шестиугольник 
Т 2 является фундаментальной областью для квадратной решетки Z 2 и его можно рас­
сматривать как развертку тора ТГ2.
Вектор а  в данном случае будем выбирать такой, что а  =  tc , где 0 <  t <  1. Сдвигая 
разбиение Т  на вектор —а, при этом сама область Т 2 остается неподвижной, получим 
ее разбиение на три фигуры: шестиугольник Т02 и два параллелограмма Т 2 и Т2 , - с 
площадями соответственно
CLq = 1  — СУ\ — Q'2 =  Q'Oi 0>l =  О' 1, С1‘2 =  С1'2- (2)
Фигура Т 2 будет являться перекладывающейся разверткой тора (рис. 2), т.е. существует 
преобразование
Sv : Т 2 —> Т 2 : х  —> Sv(x) =  х  +  Vk , (3)
где vu ~ вектора перекладывания для областей Т 2, k=0, 1, 2, и они соответственно равны 
V0 =  ( Q ' l ,  Q'2 ) ,  V i  =  (Q 'l  -  1 ,  Q'2 ) ,  V‘2 =  ( Q ' l ,  Q'2 -  1 )  ■ ( 4 )
П ред л ож ен и е 1. Пусть дан сдвиг тора Sa, определяемый выражением (1) , п пусть 
для развертки тора разбитой на области Т 2 =  Т02 U Т 2 U Т2 с площадями (2) задано 
перекладывание (3). Тогда выполняется равенство
Sv(T2) =  Sa( T2)modZ2 . (5)
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□  Так как преобразование Sv отображает шестиугольник Т 2 на себя, то для доказа­
тельства предложения достаточно доказать, что для любого х  Е Т 2 точки Sv(x) и х  +  а 
различаются на векторы решетки Z 2.
Г  х  Т $
Sv{x) -  {х +  а) -  > L - ^ ^ .
где / i ( —1, 0), /2(0, — 1) 6  Z 2. Получили требуемый результат. ■
Определим теперь для каждой области Т 2, где к =  0,1, 2, счетные функции
Гк(г) =  :{./ ■ S3a{0) Е Т|, 0 <  j  <  /) ,
по аналогии с одномерным случаем, и отклонения 5к(г) счетных функций гк(г) от ожи­
даемой величины icik, где ак -  площадь области Т 2
8k(i) =  rk(i) -  iak ■ (6)
Относительно отклонений в двумерном случае доказана следующая теорема.
Т еор ем а  1. Пусть дан сдвиг тора Sa на иррациональный вектор а, т.е. числа a \, Q'2,1 
линейно независимы над Z. Пусть тор ТГ2 разбит на области ТГ2,: ТГ2 =  Tq U ТГ2 U ТГ|. Тогда 
для отклонений выполняются неравенства:
- c i  -  с2 ^  8о(г) ^ 2 ,  - 1  ^  ^  ci, - 1  ^  82 (г) ^  с2. (7)
□  Функции ffc (г) можно рассматривать, как количество попаданий точек 5^(0), 0 ^  
j  <  1 в область Т 2, и их сумма равна
r0 (i) +  ri(i) +  r2(i) =  i ■ (8)
Так как развертка Т 2 является перекладывающейся, то
r0(i)vо +  ri(i)vi  +  г >{/)г-> Е Т 2 .
Найдем проекции данного соотношения на направления задаваемые векторами е\ и е2 
соответственно
- c i  ^  (г0(г) +  г2(г))а ' 1  -  r i ( i ) ( l  -  Q'i) ^  1 , , ,
с2 ^  (г0(г) +  r i(z ))a 2 -  г2(г)(1 -  а 2) ^  1 .
Неравенства (7) получаются при решении системы неравенств (9) с учетом соотно­
шений (6) и (8). ■
Таким образом, границы отклонений 8к(г) не зависят не только от г, но и от вектора 
сдвига, а определяются только размерами развертки Т 2. Теорема 2 является двумерным 
обобщением теоремы Гекке, а области Т 2, где к =  0,1, 2 -  множествами ограниченного 
остатка относительно сдвига на вектор а.
4. С редн и е значения отклон ен и й . Для нахождения средних значений отклоне­
ний введем понятие векторной дробной части F r ( x ) и суммарного векторного отклоне­
ния 8 (г).
Определим для любого 1 б 1 2 векторную дробную часть Fr(x),  полагая Fr(x )  =  х ' , 
где х' =  CTiodZ2 и х' Е Т 2 [10].
Суммарное векторное отклонение определим, как векторнозначную функцию
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Из этого равенства,предложения 1 и определения векторной дробной части следует 
соотношение (12). ■
Определим среднее значение векторного отклонения
если предел существует.
Относительно средних значений отклонений доказана следующая теорема. 
Т еор ем а  2. Пусть дан сдвиг тора на вектор а. Пусть вектор а иррациональный, 
т.е. числа q:i, а'2, 1 линейно независимы над Z. Тогда:
1. Существует среднее значение {8 ) (13) векторного отклонения 8 (i), п оно вычисля­
ется по формуле
8 (i) =  г0 (i) v0 +  ri(i)vi  +  r2 (i)v2
для i =  0, 1 , 2, . . . .
Из равенств (4) и (8) следует, что (10) примет вид
8Ц) =  га +  /-| И)1 \ +  г >{/)! >.
( 1 0 )
( 11)
П ред л ож ен и е 2. Справедливо равенство
8 (г) =  F r ( i a ) . ( 12)
□  Рассмотрим перекладывание (3). Тогда
Slv =  га +  ri(i)vi  +  r2 (i)v 2
т.е.
s i  =  m  ■
(13)
lsCisCJV
{5} =  СТ 2 (14)
где Ст2 =  Стз((1 — c i)/2 , (1 — с2)/2 )  -  центр тяжести фигуры Т 2.
2. Д ля любого к =  0,1, 2 существуют средние значения отклонений
=  V  ш  ■lsCisCJV
н они соответственно равны
W  =  =  =  (15)
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□  Из формулы (12) следует
=  F r (ia ) • (16)
ы м м  lsCisCJV
Для доказательства (14) воспользуемся формулой (16) и критерием Вейля
 ^  ^   г
lim — > <Ш) =  lim — > Fr( ia)  =  / xdx =  Ст2 .
N—>+oo N  J N—>+oo N  J I
IsCisi N  lsCisCJV
Для доказательства формулы (15) найдем проекции векторного отклонения 8 (i) (11) 
на направления векторов е\ и е2 и воспользуемся формулой (14). I
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Abstract. New examples of bounded remainder sets on two-dimensional torus are under con­
sideration. For these sets we prove estimates of the remainder term of the uniform distribution 
problem. We also prove the exact formula for the average value of remainder term.
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